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RESUMO

Weste trabalho aplicando a tecria de con
trole otime fol determinada a poteéncia maxima de um reator
esférico refletido utilizanda cnﬁa controle a distribuigac
de combustivel e respeitando vinculos impostos, na densidﬁ
de de poténcia e na concentragac de combustivel. Fei con-
siderado um reator térmico de ralo f£ixo, gue utiliza como

combustivel fissil o U-235 e como moderador agua leve.

~ 0 reator fol descrite pelo método da teo
ria de difusac de nsutrons. A solugac analitica foi obtida
para deois e quatro grupos de energlia e foi dESénvolvidu um

programa FORTRAN para a obtencao de resultados numéricos



ABSTRACTS N

The maximum power of a spheric reflected
reactor was determined using the theory of cptimal control.
The ¢ontrol variable employed was the fual distribution '
in accordance to constraints on the power density and on
the concentration fuel. It was considered z thermal reac—
tor with a fixed radius. The reactor was fuelled with

U-235 and moderated with light water.

The nuclear reactor was described by a
diffusicn thecory model. The analytical sclution was obtai-
-~

ned for both two and four groups of energy and a2  FORTRAN

program was developed to ohtain the numerical results.
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1, INTRODUGCRED .

1.1- Consideragoes Gerais

a ntiﬁizagﬁu de um sistema € de grande importdncia
| para a engenharia moderna, da qual a engenharia nuclear
[ faz parte, Melhorar a eficiénecia de uma central nuclear,
econcmizar combustivel gerando energia a mencres custos,

garantir condig¢oes mais seguras de gperacao sao cbjeti -

vos de grande interesse dentro da prohlémitica energeti-
ca moderna.
-~
A teoria de controle &time, que vem sendo empregada
em éngenhéria nuciear, apenas recentemente, € a técnica

mais eficaz para atingir as metas de dtimizagao nesse

campo.

As escolhas o Indice de performance, gue  repre -
senta a grandeza gue se guer otimizar, isto &, maximizar

ou minimizar, juntamente ¢om as varifveis de estado, que

definem em cada instante o estadc 20 sistema considerado,
¢ com as variavels de contrele, gue podem ser dirigidas,

gac de grande importdncia nc preblema de controle,

Para Indice de performance pode-se citar como exem-—

plos, pntéﬁci&, quantidade de massa fissil, etc. Para va



*
»

ridvels de estado tem-se como exfmplos , temperatura do
fluide refrigerante, fluxo de néutrons, produgic de vene
no, etc.,e para as variaveis de controle tem-se enrique-
cimento do combustivel , pressao do fluido refrigerante,

nivel de venenc, reatividade, entre cutras.

Entretanto, em um problema de otimizagdo , podem
aparecer restrigdes fisicas e/ou tecnoldgieas efou de se
guranga , cone por exenplo, o controle deve estar vincu-

lado a criticalidade do reator.

Ezges vinculos podenm ser de igualdade e de desi -
-~
qualdade, restringinde a variavel de estado, como por -
exenplo , a soma dos fluxos deve ser limitada. Podem ,

também, restringir a wariavel de controle , comc por exem.

plo, a concentragic de combustivel deve ser limitada.

.1.2- Revisao Histdrica

A aplicagdo da teoria de controle &timeo a reatores
nucleares & recente, como pode-se notar peles artigos pu

blicados . Cita-se , a seguir , alguns desses artigos.

Stacey Jr. /22,23/ em 1968 e 196%, estudou o proble

ma de como controlar as nscilagﬁes'espaciais introduzidas

pelo xendnio em reatores de poténcia térmicos. Para a ob-



tengao da solugdo desses problemas aplicou os formalilsmos
de programagdo dinamleca e cilculo variaciconal. Apresentou

resultados numéricos,

R.A. Axford /17, em 1%69, estudando reatores planos
e usando mﬁﬂelﬂ de deois grupos, apresentoun as snlu;ﬁes -
analiticas pafa reatores com diferentes conjuntos de vin-
culos, tanto na variavel de controle como na variavel de
estado., Combinou vinculos, tais come, limite supericr na
densidade de poténcia, limite superior na concentragao de
combustivel, limite no nivel de fluxo ripide e limite na
soma dos fluxos, tendo sempre come Indice de performance
a peténcia mAxima. NAo apresentoun , entretanto, resulta -

dos nomaricos,

Em 1970, P. GQoldschmidt e J. Quenon/l2/ utilizando
geometria plana e um grupc de energia, minimizaram a mas
ga vritica de um reator rapido, poténcia total fixa, com
vinculos na densidade de pot&ncia e na concentracgac de

combustivel.

Em 1972, Goldschmidt /10/ encontrou a distribuilgao
Stima da concentracgas de corbustivel que minimiza a mas-
sa critica de um reator, sujelito a vincules na densidade
de poténcia e no enriquecimento de combustivel , e conhe
clda a poténcia térmica total. ©O estude foi feito para

reatores intermediidrios, térmicos e rapides. Utilizou -



geometrla plana ern dois grupos de energia . Nao apresen

-

tou resultados numericos.

Outra vez Goldschinidt /11/ , em 1973, apresentando
resultados nurméricos , encontron a distribuigao Stima do
enrigquecimento do corbustivel que minimiza o custe de ci-
¢lo do combustivel de um reator rapido, tipe placa , usan
do o medelo da teuria de difusao em um grupe de energla ,
sujeito aos vinculos ne concentragao,na poténcla e na den

sidade de potencia.

Em um artigo coﬁbosto de duas partes, V. Bartosek
e X7 zalesky /2/ e }5!, em 1374, encontraram a distribui
cao Htima de enrigquecimentc de combustivel, que maximiza
a poténcia de um reator tipo placa, usando a teoria de
difusao em um grupo de energia, considerande vinculos na
densidade de poténcia e no nivel de fluxo. Apresentaram

resultados numéricos.

Em 1975, N. Tsduri, J. Rootenberg e L.J. Lidofs-
ky /247, encontraram a-trajetéria otinizada da mudanga -
de reatividade necessiaria para acompanhar a mudanga do
nivel de poténcia, enquantc mininiza os desvios do nivel
de potencia e das concentragoes de xendonio e iodo. Apli-
cando t&cnicas de controle Stimo minimizaram as oscila -

goas de xendnlo, Apresentaram resultades numéricos.



W.N. dos Santos /20/, em 1977, na sua recente dis-
sertacao de mestrado, encontrou a @istribuigdo dtima de
combustivel que maximiza & poténcia , sujeita aos vincu -

los na densidade de poténcia e na concentragao de combus-

tivel. O reator fol discutido pelo métodoc da teoria de di

fusao em guatro grupos de energia e geometria plana. Rpre

sentou resultados numéricos.

C.A. Cinci /6/, en 1979, na sua dissertacac de nes
trado a ser apresentada , encontrou % distribuicac étima
de combustive]l gue maximiza a retirada de potencila, com
vineylns impostos na concentracac de combustivel e na dern
sidade de poteéncia . O r?ator foi descrito pelo métodc -
da teoria de difusic em quatro grupos de energla e geome-

tria cilindrica. Apresentou resultados numericos.

Neste trabalho, maximizou=-se a potencia, controlan
do a concentragio de corbustivel de um reator esférice ,
' com refletor, de raiﬁ total céhhecido. 0s vinculos foram
impostos na densidade de poténcia e na concentragao de
:¢nmbustivel. A interface cerne-refletor fol determinada
através dos vinculos impostos. Foi encontrada a solucao
analitica e foram cbtidos resultados numdrices , usando -
se o modelo da teoria de difusdc em quatro grupos de ener

gia.



1,.3— Dbjetivos

03 reatores nucleares, geralmente, sac refletidos

visando a econonmla de material £Issil.

0 objativo deste estudo & determinar , com a apli-
cagdo da técnica de controle otimo, a distribuigaon de
corbustivel, no cerne do reator, gue maximiza a retirada
de poténcia de um reator esférico, cor refletor de espes
sura a ser calculada em fungac da economia, de considersz
coes tecﬁﬂlégicas e do indice de performance almejado.

Fa
Na obtengZo da solugic desse problema de reator -
critico, o {ndice de performance & a poténcia e os vincu
los sEo_impastos na densidade de poténcia e na concentra
¢io de combustivel . A espessura do refletor deve ser de

terminada, -

Os resultades s3c obtidos em deois e quatro grupos

de energla de néutrons.



2. FUNDAMENTOS TEORICOS
2.1- Teoria de Difuszc de Neutrops

Para nséutrens moncenergéticos, a variaqﬁo com o tem-—

o, do nimero de neéutrons num voelume gualquer & dada pela

equacao da continuidade /8. /17/:
- a

S s @G- av FE 2.1.1
at

onde:

- :
ni{r,t)- densidade de neutrons no ponto ;, no tempe t, dada

em neutrons por cms.

3 =

5({r,t)--fungac distribulcdc de fontes de néutrons . Repre-
F

senta o nimero de neutrons emitidos, por cm

por segundo, 1o tempo t, por fontes no ponto r .

" Termo fonte.
Ea{;,t}— secgac de choque macroscopica de absorgao de nén-
trons ., E a probabilidade de um n&utron ser abscr
vido pelo meic no ponto r, por unidade de deslc -

camento do nautron.

- -
¢{;,t}* fluxo de neutrons, no ponto r, e no tempe t, dado

em néutrons por om? por segundo.

Ealf,t}¢tf,t}dV" nilmerc de néutronsabsorvidos por segundo
. ) .
r .

num elemento de volume dV, no ponto

no tempo t. Termo de perda.

——— e f i mF NuTLPARES
et K TIC I
h

L P rsa et
142 e FE
WWNETITU I sk
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para

que ,

div J{r,t)dv - nimero de ndutrons ge escapam por sequndo

do elemento de volume AV, em E, ne tempo

t. Termo de perda de néutrons por fuga fI
sica . se J & o vetor densidade de corren
te de néutrons, entdioc J. p representa o
escoamento liguido de neutrons numa 3rea

unitﬁfia, perpendicular a ﬁ, por segqundo.

O reator estl em estado estacionirio, se o niimera de
neutrons em um elemento de volume arbitrario, & constante
no tempo. Entac, a equagao da continuidade no estado esta

clonério € dada por:

Ay 3@ + £, e - 5@ =0 2.1.2

Supondo as seguintes hipoOteses:

-

o melo e infinito

6 meio & uniforme, o que implica em secgdes de cho
que constantes e independentes da posigan

nac ha fontes de néutrons no neio

o.espalhamentn-é isotrépicn no sistema de coordena
das de laboratério

o fluxo de ndutrons & uma funcao que varia lenta -
mente com a posigaoc

o fluxo de néutrons & uma fungao independente da

Lempo

g

pode-se usar a lel de Fick , que relaciona ¢ e J ,

resolver a equagac da continuidade. A lei de Fick -

antericrmente 50 fol usada para descrever fendmenos



de difusdc em lIguidos e gases, representa o ponto central |

da teoria de difusac em reatores,

Apesar dessas condlgoes ngo.serem, rigorosamente, obe

decidas em todo o reator, a lei de Fick vale a partir de

uma distancia de dolis a trds livres caminhos médios de an

tes, interfaces e fronteiras.

0 coeficiente de difusac de néutrﬁns ’ D{;], que re -

. presenta a difusividade do n8utrron no meia, pode ser con-

siderado constante no meio, visto gque ele, praticamente

r
50 depende da natureza do moderador.

Supcnde todos os ndutrons, com a mesma energla E { ou

velgpidade V], pode-se escrever o fluxo como:

2.1.3

Usando-se a lel de Fick e as observagbes feltas, es-

creve-se a equagao da continuidade coma:

D724~ Lp+5=0

Esta & a chamada equagado da difusac de ndutrons para

o estado estaciondrio.

Como num reator os neutrons de fissao nascen com € ~

nergias que variam desde, aproximadamente zero e V  até

energias da ordem de 15 MeV, usa-se o modele de multi-gru
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po, no qual o espectro de energla dos néutrons & dividido

"em um nimerc arbitridrio de grupos de energia.

No modelo de multigrupo, quanto malor o nimero de
grupos conslderados mais reallsticos sao os resultados pa

ra o calecunle de um reator. Teomando-se N grupos , as equa

.¢oes de difuszo neste modelo, podem ser escritas como:

. N .
2 - “ L &

Dg¥*4g(r)~ L .6 (T) [ngsz*h‘]¢9{r} +

g-1 N

E -+ -i-._ _
hél (beg) 9y (F14xg h£1 ¥ I b (B) =0 2.1:5

g =1,2...R

e a corrente ligquida de néutrohs como:

”~
J = - : - 2.1.
g{r} Dg grad qg{r] 1.6
Em cada grupo, a fuga, o espalhamento e a abscréio -
s30 tomados como médias de grupe, & os coeficientes de

. difus3o s3o considerados independentes da posigio.

Nesse sistema nac se considerou o egspalhamento de
néutrons de energias mals bailxas para grupos de energias
mais altas e nem foram consideradas fontes de néutrons ex

ternas.,

Nas equagOes acima, oz parametres para cada grupo de

energias g, sdo:
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Dg - coeficiente de difusac do grupo =3
bg - fluxo de neutrons do gru;ﬁo_g
Eag - secgao de cheque macroscopica de absorgac do grupe g
E[g+h} - seccao de chogue macrascépia de espalhamente do gru
po g para o h {( g < h < N)
X - fragde de neutrons de fiss3o gque aparece no grupe g
”h - rmimero médic de ndutrons émitidos wor fissdc no érg
pe h
}:“_1_”_{3:l - secgaon de chogue mac;ﬂscépia de espalhamento do gru
po h para o grupo 8 { 1 £ h < g),
05 termos sao:
f
Dg?’@g{?} . - fuga de nsutrons do gZrupe g
Eag¢g{§} _ - perda de neutrons por AbsOTcac NG grupd £
N
r - perda de nButron A &
fhingg*h}]¢g(r] perda s que sao espalhados no
) grupo g para os outros grupos de energia
mais baixa h
q-1
- - FY
[hzlz{h*gll¢h[r} - numere de neutrons espalhados de grupo
de energia mais alta h para o grupoe g ;
e um termo fonte para © grupo g
N .
> - - . o
xg[ hzluhrfh¢h{r}1 - numerc de neutrons de fissao gue nascem

no grupo g.
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2,2- Teoria de Controle Gtimo

Em técnicas de controle otimo, /&/,/5/,/7/+/20/, & oti
mizagao de um dado sistema visa maximizar ou minimizar uma
determinada func¢zo, denominada Tndice de performance , IP ,
usando-se uma variavel de controle escolhida de modo &

atingir objetivos pre-fixades.

0 problema de controle &time pode ser resumido por:

tf ' '
Ctimizar IP = g +‘I . dt 2.2.1

0
Ty

onde

g =g (tir_ X{ti), tfr X{tf})
f0=f0 (K, tl, t}

~

ti 1= tf - sao os valores iniciais e finais das wvariaveis in
dependentes do slztema

X - & a variavel de estado gque descreve o sistema

1 .= g a variavel de controle.

Wo caso geral x e u cao vetores.

Sujeito acs vinculos: ’ ' 2.2.2

- dinamicos:

':'{- = fi(x, u,. t] .L = l,E,ar-n 2;2#2

1



- de contorno:

¢'J=ﬂ-'j {ti.r x{ti}r tf' X{tf]} jzlrza--m 2.2.3
- dedesiqualdade na variivel de controles
Ck_()t,u,t:l 20 K= 1,2,... £ 2.2.4

0 vincule de desigualdade na variavel de controle Signi

fica que existem condigOes gue restrigem.o contrele .

Define«~se a Hamiltoniana do sistema como:

n, .
H = ff_“ + E 1. f. 1) 2-2-5

E -
g Tt x “x
k=1

-~ i=1
onde 11 g Uk sao multiplicadores de Lagrange e fungdes de

t, eV, =30 tais que:

| TR ' <
=0 se Ck 0

2.2.6

‘Pelo principio de Maximo de Pontryagin ?18! , 88 u*eg

o controle otimo que maximiza o IP, entao
H(x,u, 2, t) > H{x,u, 3, ¢) 2.2.7

0 PTinc{piG de Pontryagirn mestras que se o controle &
0timo , a Hamiltoniana é maxima em todo e qualquer ponto do
sistema. Para se resoglver um problema de otimizagao pela -

teoria de controle otimo deve-so ter:
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- as equag¢bes de controle: .

a H

=0 2.2.8
g

nimero de equagoes igual ao numero de componentes U ,

- a3 equagoes dinamicas:

x, - 2 H 2.2.9

1 311

n equagoes

- as equagoes adjuntas:

Ao _ad ' 2,210

n equagdes
E, ainda deve-se definir umé fungao G dada por:
m

GC=g+ 1 v, ¥, . 2.2.11
j=1 |

que engloba as fungoes iniciais e finais do sistema, mais os
vinculos de contorno acoplados atraves de multiplicadores de

Lazgrange, v , introduzidos.

Com eate procediments, tem-se as equa;Ees de contornc

atraves da condigdo de transversalidade:

[H{ti)+ —?-.::;'—] dt. = O | 2.2.12a

PR E T o PN LR & : - T
HLE
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[1j{ti)- ; G 14 x5(t5)=0 j=1,2,... n 2.2.12b
xj(ti) .
; -
[H(t )+ E-t-G—- Jat, = © 2.2.12¢
¢ .
3
[lj{tf) - a-"_ ]d_}(j{tf} = G j:l,z,.-.ﬂ 2.2.12'51
x(tf)

0 controle 20 pode estar dentro ou sobre as fronteiras Ck
no caso de ecistirem vinculos de desigualdade na varidvel _de
gontrole. Nos pontos de entrada e safda, o controle exige gue

a Hamiltoniana e os multiplicadores sejam continuos,

No caso do controle nac estar sobre nenhuma fronteira, -

diz-se que a zona & singular.

-~

' e a Hariltoniana & linear em relacao ao controle , entao,

_a equagao (2.2.8) nfo apresenta a variavel explicitamente, is-
‘“to &, independe de u, abtendo-se somenfe relagoes entre xi-,
%} e £, Messe caso pode ser que exista a zona singular. Esta
exigtira se, na seguinte seguencia de condicbes , aparecer -

exﬁlicitamente a variavel de controle, e esta for diferente de
Zero!:
3H _ _d_ 38 ,_ a? am . _ M 2.2.13

d . 5H
-—u-——--l--—]—— {—-_-.-— .. I—-{ }: EI
Au dt 3u ar? a agl u
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Para gque o caontrole seja otimo, nessa zona, deve obedeger

a condigdo de Legendre - Clebsch generalizada:

(-1)

K _» d_ (2K _aH _
a“ l( dt }1 '-g-'_a_ 1 :'.'. O K = 0,1’2,--- 2-2-14

conhecida também como critério de Robbins /f19/.

Se K & 0 menor valer para o gual a desigualdade acima g

verificada, entao, a ordem da singularidade da trajetéria e

2K,

Se nac existe zeona singular, ¢ controle u esta sempre

sobre uma das fronteiras des vinculos.

~
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3. FORMULACAC DO FROBLEMA

%.1- Fgquacoes de Estado

0 sistema considerado foi um reator esférico de Taio R,
descritc em coordenadas esféricas. E um reator de uranio en-
rigquecido, moderado a 5gua leve, Uspu-se a teoria de difusao
el quatro grupos de energia de néutrons, sendo que © grupo
de energia mais_baixa & o ETupn térmico. O grupo de energia
mais alta fol indicado pelo Indice i = 1 e de energia mais

baixa por i = 4,

Foram feitas algumas consideragoes e aproximagoes que -
facilitam o problema matemﬁtico, nao implicandc em alteragoes

significativés do problema t{sico. Shc elas:

- os nédutrong de fiss3o nascem dentro do grupo de anergia -

mais alta, assim:xlzl e XoT X3 T Xy = 0

- as fissdes sao induzidas somente por néutrons do grupo tér-
mico . Portanto, Zg)™ Zgg = Lggt = 0 e Leg 7 0.

Fazendo Iggq “Ig @ Vv, = V¥ , tem -se , apenas Vig £ 0

- a gbsorgao de neutrons ocorre somente no grupo termico ,
isto & 1L9=8,p =L, =0 e I, # O . Assim

Eai = Ea

- ndoc ha espalhamento (elésticn ou ineléstica) de nautrons
de um grupo de energia mais baixa ﬁara outro grupo de -
energia mais alta., Assim, a secgdo de chogue macroscopi-

ca de remocaoc do grupo térmico & nula * ERA =0
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- a seccio de choque macroscdpica de remogao do grupe g e da-

da por:
4

zRg = hgg E{q+h}

- ps coeficientes de difusac , Dg , podem ser considerados -

constantes no meic,

Com estas consideracoes as equagdes de difusac para qua

tro grupos podem ser escritas:

PL 9% (e} = Igys, () £V It =0 3.1

Dp V24, (x) = Lpyo,(r) + E_u*z}grr} =0 3.1.2

Dj §2¢!{r1-233¢3[r}+E{l+3}¢;(r}+EI2+3}¢z{r} % 0 3_;_3

D, V200 (T) T 00 E)HT (4 63 (EHE g () 3,1.4
+ EE3+4}¢:{II = 0

Devido a simetria do probklema , o laplaciano em geome -

tria esférica se reduzr a 3

gi_ 1 d rE d
r2 dr dr

A corrente de ndutrons. para cada grupo é dada por:

JI{I‘) = - Dl ag— {bl (l":l 5#1-5
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T,(r) =-D, o5 #5(r) 3.1.6
J5(r) =-Dy g5 45(r) i 3.1.7
I,4r) 2Dy 30— 44 (1) 3.1.8

As secgDes de chogue macroscopicas de fissao e de aboser
cao podem ser escritas em fungac da distribuigio de combust{-

vel, As=im:

. Ef{:r) = N{r) Uf | 3.1,9
M F M F
Er) =3+ 1z =1, 4+ M(r) 9a 3.1.10
~

onde:
Op ¢ seccao de choque macroscopica de fissao

H |—-. -, vk

Ea : secgao de chogue macroscopica de absorgao do moderador
F ~r . -, . - r
Ua :+ secgan de choque microscopica de absorgao do combusti-

vel,

A potencia do reator & dada pela integral da densidade

de potencia em todo volume do reator:

PoT = JI gl(r)dy 3.1.11
Vv

onde, g(r) = € o, N{r}y, (r) 3.1.12
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- .
Em coordenadaz esfericas, tem-se:

. |
PQT =_L kweo N(r) ¢, (r) r° dr 7.1.13

3

onde ¢ o e dada em cmz, N{r) em atomos per cm”, €€ € um fa -

3

tor de conversao de fiszoes em cm

3

-por segundo em watts por
cm”, considerande uma liberagzec de energla, por fissac , de

200 MeV . A poténcia € dada em watts.

F.2- Modelagem do Problema em Controle ﬁtimﬂ

As equagdes dinamicas sac equagoes diferenciais de segun
da ordem, e para serem tratadas pela teoria de controle étimﬂ,
devém 'ser transicrmadas em eﬁua@ﬁes diferenclais de primeira
~ ordem. Combinando-se as eguagoes (3.1.1) a (3.1.4) com as

-equagdes (3.1.5) a (3.1.8) obtem-se:

il{r} = - _%rl Yz{r} . F.2.1
| %éfr} = - %— Yz(r}-EnlYl{r)+ vog H{r) Y?(r} 3.2.2

: 1 . | -

I5(r) = - 5 ¥, (r) 3.2.3

- _ L 2_ _

Y, (r) = « ¢ Yh(r}+g{l+2] Y4(r) sz Yj{r] 3.2.4

y 1

Yﬁ(f} = = ﬁg YE{I‘} 3.2.5

iy 2

Yelrd = - 7= Yglrd+ Biangy NlEde? peyy Yslrd-Ip, Ys(o)

_ 5.2.6
Yo(r) = - & y (o
7 D, Yal™) 3.2,7
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Tg(r) = - & ¥g(r)e s g,y Talede T 00 Yalr)

M F .
+E{3+4} YS{I‘) - ‘[Ea + Ga N(r}] Y?{r} 3-218

" A - -
onde o0s indices pares e Impares das Y's sao, respectivamente,

as correntes e o5 fluxos. Fazendo

. 2 . |
de(r) Y{r} e E—J%LEl = ¥(r) .

dr dr

As condigoes de contorno sao:

- o5 fluxos devemn ser nuleos na fronteirz do reator:
. -~

Yl(R) = Y3(R].= YE(H}_= Y?(H} =0

- @s correntes sac nulas ne centro do reator, devide a sime -

tria do sistema:

0,(0) = ¥,(0) = Y (0) = ¥g(0) =0 .

& variavel de controle é a concentragao de combustivel,

0s vinculos de desigualdade impostos sao:

- a densidade de potencia nac deve exceder a-um valor limite

Drax * isto é:

q{r) < Qpax ‘ 3.2.9
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L]

- a concentragac de combustivel y Mo cerne do reator, deve

ter um valor positivo e deve ser nula ne refletor, isto &,

-

-H{r) <0 | 3.2.10

Este vinculo introduz o refletor, nao pela maneira cléﬁ
sica da teoria de difusﬁﬂ, mas atraves de um vinculo em teo-
riz de gcontrole &timo. Este vinculo de desigualdade & impos-

to na variavel de controle, N{r).

A poténcia & ¢ Ifndice de Performance gue se desela ma-

ximizar:

H
IP = PoT :5 hn ¢ Op W{r} Y?(r}rzdr 3.2.11
- o

3.3~ Formalizagzao do Problema na Teoria de Controle $time
Meximizar:

R
Ip =,5 Lo g Gp rEN[r]??(r)dr 3 3.3.1
ol

. Coy
sujeito zos vinculos:

- dinamicos:
T,({r) = - % Y,(r) 3.3.2
¥o(r)= - & ¥,(r)- Ty Yo (r)+ v o M(r)v (r) 3.3.3

- 1 v, (r) 3.3.4
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EACIIIEE- S AC IR FRR A CO I S N> 3.3.5
[} 1 ’ .
Yo(r} = - & Y.(r) 3.3.6
5 Ds 6
. 2
Yé{r‘} = - = TE[I‘}+ £i1*3}Y1{P)+ E{2+3IY3(F)-ERE Y5(I‘) 3.3.7
‘}?(r} - Ya{r} " 3.3.8
Dy
y 2
YE(I‘} = - = Ya(r) + Efl-ng]Yl[r) + 2(2*4} Yﬁ(r}
M P '

* L3, gy ¥5(0)- 2, o+ 9y M(r}] Yo(r) - 3.3.9
- de contorno:
b, = YJ_(R} =0 %.3.10
¥, =7Y1,{0) =0 3.5.11
¥, = Y5(R) = 0O 3.3.12
v, = 1,0} =0 3.3.13
WJ; - YE{H)Z 0 3?-54-1111r
by = Yg(0) =0 3.35.15
¥; = Yp(R) = 0 3.%.16
v, = ¥g{0) =0 3.3,17
- de desigualdade na variavel de controle :
Cl(H’YT)) = Q(r} - qmax = 0 ) 5.3.18
C(N ) = - N(r) < O ] 3.3.19
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A Hamiltoniana , para este problema e dada pbr:

- 2
E L
H= h-necEY?{r)N{r}r2+ I a(o)y;(o)+ kzl m Ly (Y,0, 1)
=1 3.3.20

0s multiplicadores de Lagrange ¥, e M, sac tais que:
w (r} = 0 se C < 0 _ 3.3.21
uk{r) £ 0 se Cp = 0

4 sclugBo otima da distribuicac de combustivel, N{r),

esta compreendida por duas fronteiras de acordo com;

-
Caso 1 -Cl = 0 para 0 < r < ry
CE =0 para ry £r 2R
. - < <
Caso 2% Co = 0 para 0O €< r < Ty
;=0 para rq £ T <R
. \ < <
Caso 33 €y <0 para O fr fry
Cr < @ parar; fr 2R

onde rq ¢ o ponto de interface das duas regioes, a ser

determinado.

Mostra-se no Apéndice B, qﬁé a zona singular , caso 3,
nic existe. Mo existindo zona singular, ent@o, a trajets-

rig Otima deve estar sempre en uma das fronteiras.
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A sequéncia dtima é dada pelo Caso 1, visto que, fisica-
mente o refletor so pﬁde estar circundande o cerne do reator,
para evitar fuga de néutrons pruvenientes de cerne. Esta con-
clusdo, também pode ser tirada através da condigio de contor-
no , gue regquar Y?(R} = 0 na fronteira externa do reator, =)
COom Cl = Q0 para a regiao externa, implica em um valor infini
to para N(r) em r = R . Tem-se, entas, definida a sequencia -
de zonas do reator: =z zona central com densidade de puténéia
}imitada e a zona externa sem cambust{vel, ou seja, o Tefle -

-Lor.

Tem-se , entao, a Hamilfoniana para as duas regices do

reator:

s
Ho= bW EJfNY?r2+ LA, Y, +¥,(r) (€0 NYom qp ) 3.3.22
i=1 )

l.l"\

R

——

Para Ty < r

z
HE=4 wchNY?r +
i

il =3

MY - L (r)N(r) 5.5.23
1 g
indicando-se com o Indice ¢ para a regiad interna e com o

indice ¢ para a regiao externa,

Introduzindo nessas equagoes 3 equagEc de controcle -
(2.2.8) obtem-se os multiplicadores de Lagrange Hltr} e
Y (r). Da condigao (3.3.21) obtem-se as concentragoes de

combustivel para cada zona,
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P

hi 3.3.24

Como Cl = 0, tem-se:

Umax
scf‘f?(r}_ 3.3.25

N (r) =

Para r; <7 2R

()= br eop £+ A(r)v o - AglT) of 3.3.26

T omo Cz = 0, tem-ze:

L]

N{r) =0 ' / 3.3.,27

Conhecida a distribuicdo de combustivel para cada uma
das zonas do reator , pode-ze escrever o sistema de estado

para cada regizo, onde, ' na regiic central, fol introduzida

a nurma.lizat;ﬁﬂ Nea [r]‘f? (ry =1, a ser explicada no ftem -
(3.3.2}. Na regiio externa N (r} = 0.

Para 0 %Xr S ry

y 1

ch[r} = - ﬁi- YEC(I‘) : 3.3.28
ﬁzc(r) . --%— Ypu(r)- Zp, ¥y (r) + vog %.3.29
¥3e(2) =~ = Yyelr) | 3.3.30

2



Yﬁc{r}
50T

Ygo(r)

Yoo (T)

11"rEt.“.{F}

FParary €T

-~

%le{r)

Toelr)
¥5(T)
Tpe(0)
Y5e(e)

Tg4(r)

{og (1)

1

)

—_—_——— —_— — . . -

2

r

1

By

an(r}+ £ (r)- ERE ,Y3E(I"}

{1+ 2) ch
Yéc{r) "

2

—

, YEC{P}+E{1+ 3}Yl¢(f)+z{2+33Y36(r]

-k Y5G(I‘)

1
= Y. (1}
D& B¢

2 .
Er-YEC{P}+E{1+4}Yic{r]+z{2+§}Yﬁc{r}

. M 1. P
Y_"_JC(r]- L Y?C(r)- Ua

E{3+4]

<R

(r)
Dl 2e
2

. Yae(r)‘ ‘R ¥1etr)

1

i

D,

2oy, () 2

Y#e(r)

(2+2) T147) TRy T3 rY

1

farwPrY

Y- (1)
Ee
D3

2

. YSe{r}+E(1+3Fle(r}f z{2+3]Y39[r}-ZR3

L
ﬁ; YEE(P)
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3.5.31

3.3.32

3.3.33

3.3.34

3.3.35

3.3.36

3.3.37

3.3.38

3.3.39

3.3,40

Yﬁe{r}
3.3.41

545;"4‘2



L]

y 2
:YEe{r} = - £ YBE(r}+E{1+4} YlE{r}+Et2+4} Yje{r]
M
L) Youlr) -z Yo,(r) 3.3.43

No caso em gue & possivel a normalizaglo, o problema po-
de ser resolvido flals facilmente. Reagrupando as equagoes di-
ferencials duas a duas , em cada zonz, obtem-se dois siste-

mas de guatro equacces diferenciais.

Assim, para a regiac interna:

Dl[{'lc{r} + -E— *;'lc(rll-'z'ﬂl ch{r] tv oy = O 3.5.i+li+
Dy[¥500x) + £ Y5 (MI-£,, Y3.(r) +E o Y1e(0)=0 3.3.45
D3[T5elr) + & Yoo (r}] —Zp, Yo () +3 g 50¥y (1) +

+E{2*3] chir] =0 3.3.46

M
i Y?G{P].+E{1+ 4 Ylp(r} +

-
g1l

Dﬁﬁ'?qir) §7¢(r}1 -z

ch(r)+2 Y5cfr}- G§= 0

TP (3+4)

3.3.47

e para a regiao externa, N (r).= O :
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kb

. D) [¥10(r) + § Yy4(r)]- 2g, ¥1(x) = 0 , 3.5.48
* L]
2 o -
Dy [¥3o(r) + 5 Yo (r)]- Ig, T (T+E o Y (r)= 0 3.3.49
(13} ’ 2 &+
D3[Yo (r) + £ Yo ()]~ Epy Yo (T)4 2 g 5y ¥y (1) +
i iy 2 o M
Ds (Y7¢(r) + § Ypo(m]- 1) Ypulrdez | vy (0
+-E{2*4} Yﬁe(r)+ 5{3&4}'Y58{r) = 0
3.3.51
: Osesistemas podem ser escrites na forma matricial, da
seguinte maneira: .
D v2¢- L 4 +Q =0 3.3.52
onde -
[ Q 5 - 0 0o
Dl 0 0 ERI
Im 3 -= -
-_— -z - Z
A [ TR (1ea) T (2ea)  (3e4) 2



30

[ I (r) Y, ()
¢ @) | Y7 7oy | ¥l |,
* " ‘ISL'I'J i Y. ()
BRI Tox) |
2 u&f
Q. - 4] » Para a regido central (cerne);
c
- of
' o
0
@e-- 0 s Para a regiao externa {(refletor)
- 0
As  solugoes s80:
4
seph(¥.r )
& - 1 , 5.3.53
"c(r} i£1 Ay G(le + ?-p
i -
~e 1=1 1
W cash(w r) serh( w.r)
+ (I') - z -D. { - = ]} E{Wi) 3+3.55
Ie r
4
w; coshfv; (R-r)) sen h(wi(R-r}}
Je (1) :1£1 31{ o; [ - + - i G(wy)
3.%3.26
Ewsgn B iU AL :nur._& £ NGILREASES 1



31

onde: .
r L
A = F; W (ry) 1 3.3.57
senh( w rl)
r w.cosh{wr.) = senh(w.r, )
Gj_= _ A, 1i 11 ivl1 J 3.3.58

1 rﬂ’iGGSh(“i(R”ﬁg)+ senh(wi(E-rl)}

1= 1,2,3,4

~onde #; & a interface , a ser determinada.

Os sutovalores sf@o determinados pela equagfio:

-~

det [W’i ]3"_- E J.zﬂ

o = Afi,i) - 3.3,50

Lo Deii)

A solug80 particular - & determinada pels egua-

" vayp
5]
_ 1 3.3.60
& = O
—r 0 b
v ﬂf - Cra -
M
] L J
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Os vetores de acoplamento s8o determinados pela

equagao:

2
CEREINEAARY:

B, (¥;)

w.)
E{wi}= EE T 345-61

Eg{wij

~
E, F; sdo tals que:

F1 = %1

Ty = = g (") )T+ ¢ 5

?3 = - Eﬁ(w]_)Fl_ 55(‘”2):5'2 + ¢P3

F,q, = - E,q_{wljFl— Eq_r.we)FE - Eq_(w})Fa + ¢‘p;+ N

e a quantidade:

ryw;cosh(w  {(R-r; }}+ senh(w; (R-ry)) senh{w;r,)
Wy senh( “E.R)

W, (rq ) =
i1
T

i = 1,2,3‘4 5-5-62
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As condigoes de contorno sdo: .

-

Yle( R) = YEE(R) Y?E(R} = 0

Yy (R)

YEG(D ) = ch(oj Iéc(o) = YBG(D} =

0s fluxos e as correntes devem ser continuos na

interface rys que separa as duas regiges , isto é&:
Yic(rl) = T:i_ecrl:l 1= 1,2,5,4,5,6,7,8

A interface , T4, & determinada pela condicBo de
¢riticalidade, gue Gers mostrada no item (3.3.1) e

tapbém pela continuidade da Hamiltonisna na interfasce.

HaFal= Goﬁﬁiqﬁu de Criticalidede e Continuidzde ds Ha
‘miltonisna .

A equagic da criticalidade é:

Q .
No(r;) - max : = Nq Z.3.1.1
E Op Y?(rl)

Em particﬁlar ng interface , r = ry, & distribui
gdo de combustivel tem um valor , Nqoy, onde Ny & menor
do-que o valor daconcentragic de combustivel maxima

. o
permissivel.
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Na normalizagao tem-se:

No » Yplzp =2 _ 3.3.1.2

Y?{rl) =

gue pode ser escrito como:

i _o 3.3.1.3

M(Y,) = Yo(ry) -

Q

A Hagiltoniana e as eguagoes adjuntes podem sSer
descoatinuas no ponto r = ryy interface, de acorde -

cow a8 relagoess

vl < ar lr-r
1
A )= 1-{ A) + 31
gATL =8 J= Agiry + A Ly |I,=1,1 3.3.1.5
J

J-= 112131&!5!5!?18
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onde & tende alzefn, e T & um valgr escslar a ser de=-
terminado. Desde que a quantidaﬁe H(Y?)-nﬁu depende ex—
plicitamente da variivel independente , r, segue—-se da
equag@o (3.3.1.4) , que a Hamiltoniana & continua na in-
terface , r = ry . Devido ao fato de H{Y?) depender ex -
plicitamente do fluxe térmico, ou seja de Y?(r), entso

pela equacao {%.3%.1.5) , somente o multiplicador de la -

grange, l?(rj, é descontinuo na interface , ou seja ;

""?(rl -4 )= }*?Erl +4 ) +n . Fadalst

e todos os outros s8¢ continuos:

~

li(rl —2) = li{rl +51Jpara i=1,2,%5,4,5,6,8

SeBell?

A magnitude de descontinuidade , T , nesse pulti =
plicador € facilmente determinada através do sistema ad-

Junto.

Na equsgSo da criticalidade, (3.3.1.2) , substi -
tuindo-se s expressac deo fluxo térmico dada pela equa

¢ao (5.3.53), aplicada no ponto r = Ty » 0u seja :



&

[

senh(w.r. )
itl
. E{‘fi) + ‘P‘“‘ 513«108

4
¢4c(r1} = E Ai
{=1 Ty

e substituindo-aze Ai‘ equacao (3.3.57) , a equagao da

criticalidade pode ser escrita como:

F.
L W, ) W, N R .3.1.
. ( d’pq ) 54( l) l(rl) W— 2.3.1.9

[

i

3.%,.2- Normalizacso

A distribuigdo de combustivel, ns regifo central -
do Teator (cerne), & descrita pela equagdc (3.%.25 ) ,

ou seja:

q
ﬂc{r) = maX
© O ¢4c{r}

Ent8o , nas eguacgdes de difusdo pode-se normali-
zar o fluxo térumico fazendo-se Hé(r} ¢4c(r) = 1, Nes-

se caso, a normalizacBc & possivel, pois: -

1- as equacoes de difusao sao houwogéneas:

2- em principio, & criticalidade de um reator nZo
depende de qual densidade de poténcia é atill
zade nos ciloulos. O que limita a densidade de
poténcia sHo razfes tecnoldgicas, e essa limi-
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tag2o , no caso, 3 imposta pelo vincule dado

{equacio 3.3.18).

Assim, as equagdes de difus@o para a primeira re-

gifdo do reator tomam a seguinte forma:

2 - - 2.
D, v ¢lc[r} IRl¢lc{r] + vo 0 3.3.2.1

D, V24, (¥} = Ipady (£)+ By 5y81,00) = 0 3.3.2.2

D3T%835 (X) = Ipgae(Ed¥ Z(p,5)015000% Tpugybpc = 0

-~

3.3,2.3
Mo . :
D4?=¢4¢[r] - Iy My (X E{1+4}¢1c{r]+ E{2+4]¢2c{r} +

P .
+ £[3+4]¢3c[r} -0, = 0 3.3.2.4

Indicando por n o Indice de normalizagao e T o In-
dice para o fluxo térmico, a densidade de poténcia nor-

malizacic € dada por.
qn,=‘£"-7f ’

n
onde, W(rley, (r) =1 .
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se q=9, ,a densidade de potencia dada, onde
q, = € 0¢ N oy , 0 fluxo termico , ¢, pode ser cal-

culade pela relacdo.

U O

= - 3.3.2.5
q" oy
ou sejas
q
oplr) = dn — 31,3,2.6
E ¢
£
~

"

3.4~ Sistema 2djunto

As equagdes adjuntas sdo dadas por:

= --—-—---EH 1= 1;219---8
aY -

Para cada regiac do reator ten-se:

para 0 <x < 1y

Ao = Aac ) Ty Ree )7 (1aay dec (K1 E (1ag)y e T

3.4.1



38

1 - 2 :
. (r) = A, () + == 2, _{r) ' 3.4.2
lzc Dl 1le r 2¢
lac{r} = ERE ldc{r}* r{2+3]lﬁcfr] - E[2+4}lac{r}
3.4.3
- B 1 2
Ay lr) = B a  (2) + 2o, () 3.4.4
D *
2
A5e () = Igghgalr} = Eis,4)tacir) 3-4.3
N 1 2 doo () + 2 Y ge (T 3.4.6
Ho D r
3
. M .
Apgle) = I, Ry () 3.4.7
Ao Ar) = <=2 Ao XY + 2= a1, (1) 3.4.8
sc - 1c ' Bo* *E .
D T .
4
Para rl <r i B
Meff) = IpitoeTh"(1.2) 2o (F3T 103y R () ~
- I (g ge (D) 1.4.9
Ao (r] = 1 2 {£1+-3-1 {x} 3.4.10
2e 5 le 2 -4.

1 r
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»

P20 ) = Ipphge (T2 (2031060 17T (204) Age (7] 3.4.11
A, lm) =i, (r) ¢+ 23 (x) 4
'qE D 12 L x 3- 112
2 x -
hge (D) = Bpgheo (r) = I 4yhg. (F) 3.4.13
he () = —— Ao (r) + 2= %, f{r}) 5.4.14
ce D Se be =0
3 Ir
e 12 = 2 (o) 5.4.15
Te a "'Be : M
Ao () = 2 AL tx) 2 =2 A tr) 3.4.16
8c o Te ' Be : _ Bl
4 r
-~

A condigdo de transversalidade, dada pelas equagdes
(2.2.12b}) e (2.2.12d} fornecem as condicdes de contorno pg

ra o sistema adjuntos;

P (0)- —28  jav. ) =6 3 =1,2,...8 3.4.17
j j 4
3% (0)
I .
[A.(R)- —2% J ay. (R} =0 3 =1,2,...8 3.4.18
j j
2, (0)

A partir da eguacgio (2.2.11), pode-se escrever G

da segulinte forma.
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G = u1Y1{R1+ ulefnl + u;ES{R} + thdtﬂ} +

-

usYE (R) + u“r?l{ﬂ} + u?Y?ER} + uayam}

Aplicandeo a egnagaoe (3.4.17), ten-se!
- Para j = 1,3,5,7

- a1 _
[Ajtn} 0 laxgto) = 0

Como os fluxos em r = 0 nao tem valores especifica-

dos ,“entao de(ﬂ] # 0; conclui-se que:
lj{n} =0 . j = 1,3,5,7
- Para j = 2,4,6,8

[aj(n} - vy 1 ﬁrjtn; =0

Como as correntes em r = 0 tem valores especifica -
deos, entao , de{ﬂ] = 0; portanto, nada se conclui a res-

pelto de lj{ﬂ].

Aplicandc a egquacao (3.4.18), tem-se:

- Para 3 = 1,3.5,7:

[ij{R}'vjlﬂYj[R] =0



Como os fluxos em r = R tem valores especificados, entdo,-

dY_. (R) = ¢ e portanto nada se conclul a respeitoc de -

]
ljtﬂi;

- para j = 2,4,6,8

[;j{n]+n]arj{R} = u_

Como as correntes em r = R naec tem valores especifica
dos, de{R} # 0, conclulndo-se que as egquacoes acima sao

satisfeitas, somente se:

1j{Rj =0

Tem-se , entao para as equacces adjuntas as segquintes con
gl -

digces de contorno:

e
1

by (0 =0 = 1,3,5,7

Ags(R) =0 = 2,4,6,8

.
i

e mals as equagoes (3.3.1.4}, com o valor de T de-

terminado.

Com © que fol mostrade acima, a solugao do sistema

adjunto pede ser obtida.

Nesse casgo particular, tem=se dezessels equagdes



diferencials, olto para cada regliac, e,16 condigces de

contornoG.

No presente trabalho a solugac dos sistemas adjun-
tos, em cada zona, nao fci obtlda, pois o controle &time
fol completamente determinado somente através dos siste-
mas dindmicos . Fiecarla, apenas, a duvida da continuida-
de das solugoes adjuntas na Ilnterface. Entretanto, essa
divida & desfeita pela condigao fisica de eriticalidade

diy reator,

3.5 - Calcule da Potencia

~

% poténcia total de um reator esférico de raioc R

& dado por:
5 R >
PoT = o 4 ¢ Og H{r}YTIIIdr 3.5.1

Como se tem duas Zonas distintas , sendo gue na re-
gi3c externa (refletor) a distribuicao de combustivel &

nula, a integral acima se reduz a :
T1
2
POT = j 4T € Te T N{r}Y?{r}dr 3.5.2
a

ttilizando a normalizacgao feita na reqgizo central ,

ﬁérlY?{r} =1, tan-se:
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n 1 2 .
T = 47 e -:rf r dr : 3.5.3
. 0 -
n 4 3
POT = w—=— 7 9e (rl}n watts . 3.5.4
3 ' ’

3.6- Calculo da Massa C.J:Itica

A massa critica total de um reater & dada pela in-

tegral , no volume, da distribﬁigﬁm de combustivel, ou se-

jarz
_

M =§ Mir)] av _ 3.6.,1
v

dv = 41r.r2dr
R 5

‘M =5 41 (¢} r dr 3.6.2
o

Sendo nula a distribuigao de combustivel na regilac
externa , ry £ r £ R, tem-se:

r .
M = _dmj- 1 K (r) 1.'2 dr i.6.7

a

Introduzindo a equacao (3.3.1.2) na equagac acima ,

tem—sa:
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r . )
M= 4wj‘ 1 1 r2 ar atomos 3.6.4
o Y. {r) de U-235

A massa critica, em gramas, & dada por:

M = M2 M(0:235 )

Np

M{U-225) & a massa atdmica do U-235 B NA & o nimeros Ade

Avogadro.
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4 RESULTADOS

Neste trabalho, fol considerado um reator esférico
de raic conhecido. A espessura do refletor fol encontra
da pela determinagio da posigdo da interface,ou seja de

I'=I'1-

Pars a obtengioc dos resultados numériceos foram uti-
lizedas ms respostas normalizadas, o raio do reator e =
concentracac de combustivel na igterface, Bg -

1

k fim de se fazer um estudo mais prrofundo, forgm -
usados como dados de entrada virias combinagoes diferen-
tes“de raios e ccncéntraqﬁea de cﬂmbustivel, sendo gue
para cadé uma dessas combinagdes obtem-se vma solugic -

adequada.

Psra = determinagfo da posicHo da interface, usou -
ge a condigfo de critieslidade do reator. Neste trsbalbo
foram obtidas duss respostss como solugio do problema de

interface .

A interfasce encontrada mais perto de ceptro do rea-
tor, r,, & também uma resposta valida, pois torna o rea-
tor critico; parém, nao corresponde 3 golugdo do proble-
ma de controle otimo proposte, uma vez que nEo waxiniza
& poténcis, Ja a interface mais prixima da fronteira ex-
terna do reater, ry, corresponde 8 solugBoc do problema

proposto , resultande na distribuigse otima de combusti-
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vel gue maximiza = poténcia do reator.

Ags secgdes de choque e constantes de grupo, para qua
tro grupos de energia, foram geradas pelo codigo de compu
tagdo XSDRW /13/, considersndo-se apenas uma concentragio

20 %

de combustivel , Ny = 0,66728 x 107" atomos/ cm”, dentre

og varioe valores usades no estudo, para N&'

O motive de se uBEr gs wesmas constantes, pars todoes
os cutros valores considersdos para Ho‘ obtidas para

20 5tnmcé!cw5, & que elas nEo variam sig

N, = 0,686728 x 10
pificativamente e o cadlculo das constantes para cada um
dos vazlores de Ho usados, spenss torparia o trabalhﬁ mais
extenso e dispendioéo, sem obtencio de resvltados mais -

reslisticos.

Como ¢ ¢ddigo XSDRN nio gera os coeficientes de dify
580 estes foram caleculados através da expressic gue leva

em conts o espalhamento anisotropico:

Os interveloes de energlia para cada grupn'san apresen

tados na Tabels 4.1,
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TAEELA 4.1- Intervalos de Energia para cada Grupo
Grupo 1 2 - 3 4
Intervalc 15Mev~87RKeV B7KeV=TKeV TRevV-leV | lev-0eV

A Tabela 4.2 apresenta as secgaes de chogue e constantes

de grupo, ¢ a Tabela 4.3 apresenta as secqaes de chogue de
transferéncia.
TABELA 4.2- Secgoes de Chogue e Constantes de Grupo
Grupo 1 2 3 4
~
ER{cm_l} 0,08826 ~ ﬂ,dl?ﬂé 0,15101 1]
¥ tem?) o Q 0 0,01728
o, (em’) 0 0 0 0,043476x15°°
of (en?) 0 0 0 0,051115x1520
Utneutrons} _ _ _ 2,442
fissao
D {cm) 1,467 0,686 0,557 ¢,11S8
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TABELA 4.3- SecgBes de Choque de Transferéncia

i

Grupo gT oy (e} T oy (M) T o () ::g*4}tnm"1;
1 - 0,07929|  ©0,00697 0
2 0 - 0,41702 0,00006
3 0 0 - 0,15101
A 0 0 0 _

~ A posigHo da interface, r,(r,),com precisaec na seti-

ma casa decimal, foi localizada atraveés da equacda de

criticalidade ,.equagBo (3.3.1.9), ou seja:

4 Fi —
E [—1 gq [wi} Wi (rl} =1- S
i=1 ¢p4 o' pd

Para cada interface, Iy & Tp, 8BS solugdes numericas

das varifveis de estado foram obtidas do computador el

intervalos de 0,5cm.

Os calculos foram feitos em dupla precisdc no compyu

tador IBM/370 Modelo 155, do Instituto de Pesquisas Ener

géticas e Nucleares , S#oc Peule, sendo ¢ programa escri

to em Linguagem FORTRAN IV-G.

Para efeito de caleulc, a densidade de poténcia maxi

m;,.qmax » Fol considerada ser 60 watts/cm-.
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Os fluxos, as correntes e a distribuicdc dtime de
combustivel estBo apresentadas, respedtivamente, nas ta
telas 4.4, 4.5, e 4.6, para ums <oncentracgdo de combugs-

té?el, N, = 0,8 x 10°9 &tomos/cm’ e um raio, B = 60 cm.

A Figura 4.1 apresenta os grafices dos fluxgs e da
concentr&ggﬂ de cowbustivel , obtidos segundo as respos;
tes normelizadas. Para obter o valor real basta wultipli
car o valor de tsbels por gpax/ Jp £ 4 P&Ta OB fluxes & -
correntes. O compertamento da curva, & Sempre o mesme -
para todos os outroes cases, isto é,_para qualquer gutra
combinagie da distribuigfo de combustivel e raio, mudan-

do sowmente os valores iniciais e & interfece.

A Tabela 4,7, apregenta a lista de todas as combina
coes de cﬁncentra@ﬁes de combustivel e raios gue foramw -
ussdas, € que chegaram a8 convergir, cem os respectivos -
valores de interfaces obtidos, em cm. Apresenta, também,
05 respectivos valores de poténcia em watts e a massa em

gramas.

Convém notar gue somente & vﬁlida, como solugdo do
problema de controle Otimo, a segunda resposta, inter-

face Isto significa que o reator com zona interna -

T .
1
com interface Ty & un restor otimizado.

A Tabels 4.8 apresenta a relag@o potencia sobre mas

sa para todas as coumbinagdes & concentracoes de combus-
tivel e raios spresentados na Tahela 4.7.



"TABELA 4.4 Fluxos Normaliiados
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r ¢fl ¢2 ¢I ¢~,
(cm) | {n/cuseg) (n/cn2seg) | (n/éeseg) | (n/cmlseg)
0,0 1,231 0,2341 0, 7033 54189
16,0 | 1,251 012541 0. 7032 3,188
20,0 | 1.2%0 0.2529 0, 7026 3,179
22,0 1,230 0,2%38 0,7022 3,174
2600 | 1229 012356 0,7016 3,166
26,0 | 1,228 0.2%54 0.72008 5,154
28,0 1,227 00,2531 00,6995 2,137
%0.0 | 1.224 0,2326 0.6375 3.110 .
%2.0 | 1.220 0,2518 0.6945 2071
20 | .1,214 0,2305 0.,6598 %011
26,0 | 1,205 0,2286 0.6828 2’924
38,0 1,191 0,2257 0,8716 2,797
o0 | 1.170 0.2211 0, 6547 2,617
270 | 1.1%6 0.2140 0.6289 2369
4’0 | 1.083 0. 2030 0, 5903 o047
46.0 | 1,001 0.1860 0.5340 1,668
48.0 | 0,8733 0.1602 0.4557 1.3%08
50,0 00,6731 00,1234 0,3567 1,161
50.8%4( 0.5501 0.1055 0.5121 1,250
52.0° | 0,4083 0.,0811 0.2509 1,537
54.0 | 0.2337 0, 0482 0.1599 1,122
56.0 | 0,1256 0.0262 0.0912 0. T4EL
s8.8 | 0.0552 0,0114 0.GA05 0. 360
£0,0 | 0,0 0,0 0,0 0,0




TARELA 4,5-

52

Currentgs Normalizadas

r I, | 4 I3 I,

{cm) (nfcmeseg) (nfcwzseg}' (n}cmeseg] {nfcmgseg)
0,0 0,0 0,0 0,0 0,0

4,0 | 0,9%1077 0,1x10"7 0,3%10™7 0,8x1072
8,0 | 0,24x10"" 0,2%10"7 0,7%10™7 0,22x10"
12,0 | o,58x10™"* 0,5x10™7 0,17%107° 0,49x10™"
16,0 0,121::10‘3 0,12::10'4 D,ﬁ?xlo;“ D,m&xlo"5
20,0 | 0,273%10°7 0,27%x10™* 0,83x10"% | 0,242x107°
24,0 | 0,626x1077 0,62%10™" 0,19%107° |  0,546x1072
28,0 |0,1456x107° 0,144x107° | 0,843%x1077 | 0,12%6x107°
30,0 |0,2236x107° 0,220x102 | 0,679x107° | 0,1856x10°
32,0 |0,3439x10™° 0,338x10™7 |0,2002x1072 | 0,2775%307°
34,0 |0,5%02x107° 0,522x10~ 7 |0,1601x107° | ©,4118x10™°
36,0 |0,8195x107° 0,802x1077 | 0,2463x107° | 0,6020%x107°
38,0 |0,1270x10"" 0,1249210™° |0,3781x107° | 0,8701x10"°
40,0 |0,1971x10~1 0,1938x107° |0,5778x10"° | 0,1220x107%
s2.@ |0, 3065x10~F 0,%008x10~° |0,8745x10% | 0,1638x1071
s 0 |0,4775x10" 0,4662x107° {0,1299x107" | 0,2049x107"
46,0 {0,7452x10"1 0,7163%x1072 l0,1861x107 | 0,2237x107%
48,0 |0,1165 0,1068x107 " |0,2697x107 Y | 0,1726x107!
50,0 |0,1823% 0,1435x10'l 0,2955x10‘1 -0,417% x1072
50,834 0,2198 0,1492x10"1 {0,2986x107 |-0,214 x1077
52,0 |0,1629 0,1339x10~% |0,2817x10"1 | 0,2006x107°
54,0 |0,9906x10™ 0,9216x10° |0,2221x10°t | 0,1928x107
56,0 |0,6299%107% 0,6092x10™2 |0,1630x10~F | 0,2762x107t
58,0 [0,4417x107 1 0,4324x1072 10,1233x10™% | 0,215%%x10°"
&0,0 0,359axlﬂ‘1 O,}EE?xlﬂ'E 0,105?x10‘1 D,l%?uxlo'l




TABELA 4.6~ Distribuig3c Otima de Combustivel

r N{r)
{cm ) {atjcmaxlﬂzﬂ)
0,0 0,213%
10,0 0,3137
20,0 C,3145
22,0 0,3151
24,0 0,3158
26,0 0,3190
28,0 0,5188
30,0 0,3215
22,0 0, 5257
- 34,0 0, 3321
36,0 0, 3420
38,0 10,3575
50,0 0,3822
52,0 0,4222
84,0 0,4886
46,0 0,59%4
58,0 0, 7643
50,0 0,8613
50,834 0,8

23
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4 Tabela 4.9 apresenta , para ¢ ralc R = &0 co, as
duas pﬂssiveis respostas de inte;face; para cada concéﬁ
tragio de combustivel. O comportamento da curva, mostra
do na Figura 4,2 & BEmMpre ¢ mesme, gualquer gue seja o©
raic escolhido. Nota-se pela Figura, gue 54 ha Tespos -~
ta para o problemz de interface, & partir de um certo

valor de N, uinimo.

Para o calcule da integral envolvids na equacZo da
wsssa critica, eauac8o (3.5.3), foi utilizads, em dupla
precisio, & subrotina DGHFG da"Scientific Subrotine Packs
ge" /15/. Esta subrotina exectta & integragfo de uma
funcéo tabelads monotonicamente, com a priwmeira derivada,
pele férmula Herwite de primeira ordem /15/. £ considerado
que & fungac a ser integfada & continue e pode ser dife -

renciada pelo menos. quatro vezes.



TABELA 4.9 -~ Respostas para o Problema de Interface

para B = €0 com

59

NG Interface rE.' Interface ry

(a?fcm3x1020 {co) ( cm )
0,8 40,455 50,834
0,85 535,504 52,518
0,9 28,805 53, 360
0,95 25,699 535,919
1,0 2%, 424 54,332
1,05 21,684 54,657
1,1 20,310 54,921
1715 19,195 55,143
1,2 lB,é?E 55,321
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5. COMENTARIOS E SUGESTOES

Algumas simplificagtes de carater fisico foram fei -
tas na formulacaoc do problema matemitico. Essas hipbteses
podem ser justificadas analisando-se o0s dados fornecidos
pelo Codigo de Computagac XSDRN /13/. © objetivo da dis -
cussdo abalxo € o de analisar as consideracdes e aproxi -
ragoes feitas, e desse modo mostrar que nac invalidam a

golucio do problema proposto.

Na primeira simplificacao fol considerade que todos
os néutrons de fissac nascem dentro do grﬁpo de energia
mals alta, ou sejz, x1 = 1 & x3 =x3 = %y = 0. A Tabe -
la 5.» apresenta os valores de x obtidos, podendo-se des

prezar o5 dos grupcs de enerqgia qﬁe nao o rapido.

TABELA 5.1 - Valores para x, , 1 = 1,2.3,4
Grupo 1 2 3 4
x " 0,9296 0,010406 0,0 0,0

Na sequnda simplificagac fol considerado que as fis-
soes sao induzidas somente por nédutrons do grupe térmico.

As Secgoces de chogue microscépicas de fissdo obti-
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das estdc mestradas na Tabela 5.2. Nota-se, portanto ,
que somente a secgBo de choque de fissBo do grupo tér-
wico & significativa, podendo-se desprezar as cutras

t1és8,

TABELA S.2- Secgbdes de Chooue Microscopicas de FissEo

Grupo 1 2 3 i

o g (barn) 1,26463 2,44487 | 24,8692 | 434,757

A Tabela 5.3 zpresenta as secgoes de chogue de ab-
sor¢io para o U-235, Hidrogénio e Owigénio. Analisan -
p
do-se esses valeres nota-se gue , a terceira hipdtese

feita, o seja, considerar somente & sbsorgf@o do prupo

térmico, tembém € bastante razoavel,

Anslisendo-se ag secqoes de choaue macroscdpicas de
transferéncis, pars cada grupo, apresentadas na Tabe -~
la 5.4 , observa-se gie e¢stas £80 muito peguenas guande
comparadas com 83 outras secgbes de choque envolvidas
no problema , e portanto pode-se considerar que o8 néu-
trons ndc sic transferidos para um grupo de malor ener-
gia. Assim, a quarta e Gltima hipotese feits tacbem &

valida.,
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TABELA 5.%- SecgBes de Chogque Microscopicas de Absorgso

| Grupo 1 2 .3 4

UE(U—EES)
(barn) | 1,%8902 3,34553 | 40,0375 511,145

o (1)
(barn) o,0 [1,761x107%1,155%x107% |0,258919

a (0 _ .

8 -3 -6 -4

(bern) | 9,376x10 0,0 1,758x107° {1, 388x10

TABELA 5.4~ See¢les de Chogue Macroscopicas de Transferéncia

1 : -1 _1 -1
Grupo 8 | Hg1) ()| (g, 2) (8] T(gup)(em) | fg,uy(eE)
1 - 0,07929 0,006969 | 0,977x107°
2 0,0 - 0, 41702 0,5772x10™"
3 0,0 0,0 - 0,15101
a 0,0 0,0 1,0327218” -
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0 problema do reator esférico refletide proposto, em
guatre grupos de energia, foi resolvideo e tambem, foi en-
contrada a distribuigdo &tima de sowbustivel, A teoria de
ctimizagfo foi desenvelvida e splicada com exito para um
problema tipico em engenharia nuclear e resultados nimeri-

cos sdo mpresentados.

No decorrer da resclugao desse trabalhe fol encontra
do um fendmeno desconhecido prévismente, que & s dupla res

posta para ¢ problema de interface.

Apenas um dos resultados numérices, entre todes as -
combiracoes feitss, fol apresentada, uma vez gue os outres
tém g mesmo comportamentn; Estes estioc apresentades nas Ta
belas 4.4 e 4.5 e mostraw, respectivamente, os valores nu-
méricos dos fluxos e das correntes zalculados analiticamen
te. .

Nota-se que o comporiamento deos fluxos & achatado -
em quase todo o cerne, e proximo a interface caew rapida -
mente devido & condigio de anulamento dos fluxos na fron -

tejira do reator.

0 fluxo térmico , depois da interface , cerne-refle
tor, apresenta uma subids por causa dos neutros que esca

pam do cerne e 530 imediatamente moderados nc refletor.

Para a mesma concentracgdo de combustivel e raio do

-
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reator, coumpsrando-se os resultados em dois e quatro Erupos
de energia, observa-se que © valor de interface € maior pa-
ra o caso de dolis grupos de ﬂnergiﬁ, diferindo em sproxima-
damente 1 cm. Os valores da interface em dois e quatro gru-
pos tornam-se mais préximos quanto maior for a concentragdo -

de combustivel limite, N

]

Obteve—s5e duas respéﬁtas de interface para todas a8
concentractes de combustivel e raios usados, em dois e qua
tro grupos de energiz. Mo caso de quatro grupos, pels Tabe- |
la 4.8, nota-se que spmente a segunca Tesposta de ivterfa-
ce & solugZoc para o problema prépastn, pols spensas els Ea -
¥imiza a pctEncia do reator., Igialmente, para dois grupcs ,
ncta—ge pela Tabela A-3, gue ha duas respostas para ¢ pro-
hlema de interface e que somente a segunda resposta e solu-

¢80 pers o problema otimizado.

A Tabela 5.5 s=presenta os resultadeos obtidos para 8
posicBo da interface , poténcia e a relagio poténcia/massa,

5 e R=60 cm, em dois e quz

para o caso de N, = 0,8 atomos/cm
tro grupos de energia. Com esses resultados pode-se veri -

ficar ¢ gque fol exposto acima.
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Q0 motivo de se ter resclvido o problema em dois e
quatro grupos de energia foi o de confiTwar a duﬁla criti
calidade obtida. Convém notar entretanto, que os resulta-
dos em guatro grupos de energia s8o mais realisticos do

que em dois grupos.

f, importante notar que foi atingideo © objetivo Propos
to neste trabalkeo, ou seja, foi determinada = distribuicioe
dtima de combustivel que maximizs a.retirada de pntancia -
de om reator esférico refletido sujita sos vinculos impos-

tos.,

Como sugestdes pode-se propor, entre outras:

F

~ aplicar esta teoria de otimizag8o e método de solugfo pa

Ta qutras geometrias;

- verificar se 2 dupla criticelidade se mantém;

- weximizar a poténcis do reator sujeito a outros tipeos de

vinculos tecnoldgices , econdmicos ou de- seguranga;

~ otimizar outros parﬁmetrcs do reator que nzo a distribui

cBo de combustivel;

~ gonsidersndo-se que o8 reatores reals, por exewmplo , FWR,
ntilizsm configuraglo em trés regides, seri interessente,
aplicar este trabalbc em otimizagZc para esse tipo de com

figouragio.



&8

Convem mencionar gue guantc s segunda sugestﬁo, algum
trabalhe jﬁ exta sendo desenvolvido e um sumario de LmaA,
parte do trabalho foi aceitc para spresentagdc no ANS Win

ter Meeting /16/.
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4

APENDICE A - SOIUGEC PARA DOIS GRUPOS

Nesse Apéndice , estdc os reéultados para dois grupos
de energia, obtidos de modo analogo ao caso de quatro gru-

pos ,apreszentados no trabelho.

Fara dois grupes de energia, 85 equagdes de difunsZo pa

ra as duas regioes sdo:

- para 8 regigc interpaz com Hc(r} $, (r) =1

nlv2¢lc{r) - Igp broir) + vo =0

]
=

2 _ oM ] F
Dz'i' f_it.':{r} E.El ¢2c£r.} + IRl‘i’l-::{rJ Y

-~ para a regizc externa , com Ha{r} = O
z - =
D,V ¢Ietr} Ipyd it} =0

M # Etrj + T = 0

o 2 f -
2V ¢2e{r} I, »

r1%,e (1)

As correntes sac dadas por:

a .
J,{r) = -0 ¢ {r)
1 1 ar 1
a
Jo(r) = =D —_ 3 Ir)
2 2 ar 2

Was variAveis das equagBes foram usades os Indices ¢

e e , respectivemente , para as regioes central e externa.
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0 sistema de difus3o, pode ser escrito na forma matri

¢ial, como: .

onde,
D = & a matriz coeficiente de difu-
= 0 Do sdo
Iy O & o matriz seecgHe de choque
Al M
e & o vetor constante para a re -
o= _F gifdo centrsl { cerme)
& o vetor constante psrs a8 re -
0 = 0 gigo externa (refletor)
e .
- H
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¥ {I] r
stry=| 1 & o vetor fluxo
¥ (r)
Yz Lr} »
Jir)= e o vetor corrente
Y, (r)
As solugles obtidas sio:
2 .
sanh (w; T}
% < ] Ay n - G fwy) 4 fp
A=1
2 senh {w; {R-1))
= e . Glw.)
2, L ¢y r . =4
i= :
2 : w,cosh{w, ] seﬁh{w rl
_5 . 1 it! i
I =1 Di{"‘i‘ - 2 ) {Gw;)
i=1 r
2 w,cosh (w, (R-x))  senh (w, (R-1))
“r Z o, ci[ + 5 - EfWi]

1=1 r x
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ondes:

g
senh (wirl}

rlwiﬁcsh(wirl) - senh(wirl )

rlwicosh{wi(ﬂ—rl}j+ senh(wi(R-rl})

T1 & 2 interfacée a ser determinada.

bPs sutovalores foram determinades da equagaoc:

E i)

Dei,i)

Os coeficientes de zcoplasmente foram determirados da

equagao:



73

(v ) ) R KD
G{w, ) = Bty onde g (w Y= _3?-1?* (coeficiente de =co
- go(w,; ) ’ € w3y plamento)
Os F, sHo tais que:
F, = ¢
_ 1 pl
Fi =

Fy ==gplw )P+ ¢

4 solucHo perticular foi determinada da eguaco;

~P
on seja,
rh-
VO £ .
by = Imm  ®
Uﬂ'f "'Ua
Il
I
a

Unde a quantidade wi foi obtida ser :

T

lwicns(wi(R-rl)}+senh(wi(R—rl)} sexh(w, rl)
W, (r )= ,i=1,2
-wisenh(wiR} Ty
A interface , r,, fol determinada coz o auxilio da

condigBo de criticalidade, isto &:

2 F

-y - L .
E [T"} gz Ewi]?i{rl:l =1 -
i=1 ¥g2 0¢p2

onde Hﬁ = Hﬁ(rl) .



| 14

4s condigOes de contorno foram dadas por:

0 -

Yle(R} = YEE(E}

3

IEG{D} = Y#c(u) 0

- £
e mais , 05 fluxes e as correntes devem ser continuos na

interface, ou seja:

Yic(rl) = Yie(rl} ¥ i-= 1!2:514

Onde os Indices pares e Impares referem-se , respectiva -

mente, as correntes e aos fluxos.

; L potencia foi determinada pela equacgdc (3.5.4):
~

PgT .= %‘-— T £ Ui‘{rl)3 watts

A massa critica foi determinada per :

r
M= 4= j i_1 rEdr atomos de U-23%5
0 Ya(r )

Para & splicscBo numérica, em dois grupps de energia,

o espectro de néutrons foi dividide em dois intervalos:

Grupc répido 15 MeV¥V - 1laV

Grupo térmico l eV = =0 eV
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As constantes utilizadas para os edleunlos foram gera
das pelo cédigo de computagdc XSDRN /13/, usando-se  para
isso uma concentraqﬁo de combustivel unilca, No=n,ss?23x102°
itnmnsfcm3 e estao apresentados na Tabela A.1.

TABELA A.l- Becgoes de Chogque e Constantes do Reator

Grupo 1 _ 2
—y | '

ER[cm } 0,D485 0

zf;‘ (e 1) 0 0,01728
ﬁf{cmz‘.l - 0,0435 x 10~ 20
uzfcmzn - 0,051t x 10~ 2°
D (cm ) 0,889 0,115
vin/fissido) -. - = 2,442

Para a obtengao de resultados numéricos foram utiliza
das as mesmas combinagées de ralos e concentragoes de gom=
bustivel, Para cada uma dessas combinagoes tem-se uma solu-
cao propria. |

A posicao da interface & determinada pela condigao de
eriticalidade do reator. Em dols grupos de energia, tambénm
foram obtidas duas respostas como solugac do problema de in
terface, Igualmente, como no caso de guatro grupos de ener-
gia, a resposta de interface mais préxima da fronteira ex -
terna do reator & a que corresponde i solugao do problena
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propeosto, ou seja, € a scolucao que maximiza a retirada de
potenelia do reator. .

A Tabela A.2 apresenta a listh de todas as combinagces
de concentragdes de combustivel e ralos ¢ue foram usadas -
com as respectivas respostas de interface obtidas, em om ,
e mais as poténcias em watts e as massas em gramas , para
cada valor de interface. Convém insistir gue scmente a
gegunda resposta do problema 8e interface & vilida, SOMG
solugzac do problema de controle &timo.

"A Tabela A.3 apresenta a relacao poténcia sobre massa
para cada resposta ao problema de interface .

A Tabela Ah.4 apresentalas duas pessiveis respostas pa-
ta o problema de interface, para o raic R = 60 ¢m, para
todas as concentragoes de combustiveis utilizadas. A Figu
ra A.l1 apresenta a curva da concentracdc conbustivel por
resﬁasta de interface.

Para efeito de cilcule, a densidade de potencia -

maxima fol conziderada ser &0 watts/ cm3

A Tabelz A.4 apresenta og valores dos fluxos , das
correntes ¢ dJda distribuicas otima de ceombustivel, pa-
ra a concentragao de combustivel, ND=U,Ex1020 atomos [/
cm3 e raio , R = 60 em. A Figura A.2- mostra os
graficos do fluxc e da distribuigae oOtima de combus-
~tivel, obtidos sequndo as respostas normalizadas,
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TABELA A.4-~ Hespostas para o Problema 'de Interface pafa

RE = 60 co .
Hu Interface To Interfsace ry

(atfcmaxlﬂen) { em ) { em )
0,8 53, 74 52,202
0,85 29,459 53,455
0,9 25,479 S4,144
0,95 22,729 54,645
1,0 20,711 55,026
1,02 19,166 55,326
1,1 17,942 55,574
1,15 16,947 55, 762
1,2 16,120 55,962
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APENDICE B~ ZCNA SINGULAR

- No Capitulo 2 foi comentadc gue, haverd zona singular,
somente se for possivel obter o controle , N{r) , explici -
tamente, atraveés da sequ%ncia de equagﬁes (2.2.13) y € além
dissp, se for verificade o critéric de Robbins, dado pela

inequagdo (2.2.14).

No Capituloc 2 foi afirmads que n3o existe zona singu-
lar. Este fato esth provade com o seguinte: supondo gue exis
te zona singular, neste casa w, (r)= p,{r) r entdo a Hamil-

toniana- ficas

~

H = dneo N (r)¥y(r)x’- %— }1{r}Y2{r}-12{r][§— v, (z) +
£y ¥y (F) v N ()Y, (2)]- i— ry (E)Y, () -
_ s _
2
" A [ 08 g ) Y ()4 Yy ()] - i— A5 {2) ¥, ()=

3
2
- Aﬁir}[—;TYﬁfr}-%l+3}Yl[r}—£{2+3]Y3[r]+ Eqg¥s (1)]

- L Az (r)¥glx)-ag(r} [ 2. YE{rf—E

D, | - (122)¥1 (T1-F (p,4y¥3ird-

= E(3a4y¥s (F)F I, Y, )6] Y (r) ]




Entdo, tem-se:

33.3 n = Y?[r][dﬂ:ﬂfr2+ lz{rluuf—qglg{rll
B.2

Onde Y?(r) e o fluxc teéermice e, portanto, nio pode

ser nulo, para cualguer ponto r # R. Cemo a equagao (B.2)

- = . o+
deve ser verificada para tedes os valores de r, conclul -

ge gue:
[41ITEUfI'2+ uuflzﬂr] - ﬂi 13.[r}1= 1) B.Z
-~
d ,aH a 2 ' F
—_—({—-) =0 = — ¥ [r}.[dne p.T + iz{r}ve_-«a Lg{r]]+
dr W dr 7 £ £ "a B4
d 2 F .

+ Y.}.Er]. —= [4re 0T +12{I}vnf -8, Ag (x)]

dr

Utilizando-se as equacgdes (2.2.9) e (2.2.10), ou seja,

.l - _'a""H—_ ="_a".[i'_"'-' - lgl llilB 1_
Ti e & Ay 2%] vars 1 4 Cad , e le

vando em consideragso a equacdoc (A.3) , & equacgdo acima to-

ma a forma:

4 ,3H 1 2
(el =0=Y_{r){ Brmeo.r + va_ (A () =5= + 5= 2;(r)) +

dr ‘I8 7 £ £l D, . Z

- oo =l agie) + 2 a,0e0)] o B.S

Dll o
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Mas, Y?{r] #F 0, entiao:

[8% ca r + vo .l 2 A, () + 2 f_!_-'__”'ﬂF {L Ay () +
£ £ 5 1 a 7
1 T By
2 -'| )
+ 2 aglr))] =0 B.6
r

Considerando-se essa lgualdade, pode—-se escrever:

2 vg 2vo
(2B 20 = v -0 [Breugr + x e —E 3, (x)
drz iN dr o r

1
f

F _ o )
ﬂa zﬁa V'Uf -

- La{r) = Ap {r}]= Yo (r) 1= ¥, {r) [Bneuf+ Ay {r)+
Dy : T . Dl
Euuf GE . Eﬁi EUF

- A, [ry - Ao lr) 4+ —2 A_{r) - io(x)i= o0

2 2 o ? 2 B o e
r 4 r
E-?
Como J.ti = - 2B , entao :
Y
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A A =ha (I =L ) Loy hue (T}-E q qyhe (E)-T ¢y 4y (r}

lztr]=é—11{r}+%-}~2{r} -

. 1

Ap(r} = Z(dnco xr? + voha(ri-oLig(x)) N(r)
Aglrd= 3—4 378) + 2 agix)

Substituindo—sé ag equagﬁéﬁ acima enm {B.?},nﬂtandn—
se gue em i? , 0 terma gque multiplica MN{r) & nulo (equa-
gao (B.3)),obtem-sze :

Wi :
[ETF Eﬂf - Tf(ERllz II]_E El_._z):’ll;{r] -I {l+3}15{r}

i Zvg 2vag :
-5 ag ()] - £ Laf{r)+ f[ i A le) +
(1-~4) IE r )
F F 1
2 24;ia Zgﬂ : { 1 2 { '1 )
+ = 2 (r}}F —— dg Tl L FAzlEi+—— 2g(r)[= O
b r r Dq r

E.8

Assinm, sucessivamente, pode-se verificar a sequen-—
cia de equagdes(2,2,13}, sendo que, s aparece o contro-
le N(r} guando o indice das derivadas, ¥4, for par;le nes
se rpaso o controle esta sermpre multiplicado pele termo -
mile dado pela eguagiac (B.3), Consegquentemente, nac & pos
sivel encontrar uma equagac na gual o centrole U (r) apa -
rega explicitamente e nac seja multiplicado por um coefi-
clente nule, Weste caso, fica prnﬁaéo que a zeona singular
nac existe,
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